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1. MANUAL DE LA HERRAMIENTA 2DOF-DYNAMICS

1.1 INTRODUCCION

Antes de empezar a utilizar esta herramienta es necesario que se haya leido el tutorial de la
herramienta SDOF-Dynamics ‘. Y si no se lo hace aln se pide al lector que se moleste en
leerlo. Ya que el presente tutorial esta complementado por aquel. Buscar el
www.utpl.edu.ec/VLEE. Seccidn Simulacion-Dindmica de estructuras.

Al hablar de sistemas de dos grados de libertad nos estamos refiriendo ya a la utilizacion de
conceptos de sistemas de mdltiples grados de libertad. Por eso se ha creido conveniente
hacer un breve recuento de ciertos conceptos que ayudaran a una mejor comprension del
uso que se les puede dar a las herramientas.

1.2 SISTEMASIMPLE: PORTICO DE DOS PISOS

Se formula la ecuacion de movimiento mas simple posible que corresponde a un sistema de
multiples grados de libertad (MDOF) se ha idealizado un poértico de dos pisos sujeto a
fuerzas externas pi(t) y p2(t). En este sistema las vigas y pisos son rigidos (rigidez infinita)
a flexion, y varios factores son ignorados: la deformacién axial de las vigas y las columnas,
ademas el efecto de la fuerza axial en la rigidez de las columnas. Esta idealizacion de un
portico, aunque no es real, es conveniente para ilustrar el desarrollo de la ecuacion de
movimiento de un sistema de MDOF
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Fig.1.2.1 (a) Portico de dos pisos (b) Fuerzas que actlian en las dos masas

Estas masas estan distribuidas en todo el portico, pero se las idealizard como si estuvieran
concentradas en cada nivel. Esta suposicion es generalmente para edificios de maltiples
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pisos porque la mayoria de la masa de los edificios esta efectivamente en los niveles de
cada piso.

Justamente como en el caso de un sistema SDOF (Capitulo Ill), se asumira que un
mecanismo de amortiguamiento viscoso lineal representa la disipacion de energia en una
estructura. La disipacion de energia esta asociada con los movimientos deformacionales de
cada piso, los amortiguadores viscosos pueden ser visualizados como se mostro.

El nimero de desplazamientos requerido para definir las posiciones de desplazamiento de
todas las masas relativas a su posicion de equilibrio original, es denominado como el
namero de grados de libertad (Capitulo Il - Sec. 2.2). El pértico de la Fig.4.2.1a, con las
masas concentradas a nivel de cada piso, tiene dos grados de de libertad 2DOF: los
desplazamientos laterales u; y u,de los dos pisos en la direccion del eje x.
121 Usando la segunda ley de movimiento de Newton

Las fuerzas que estan actuando en las masas m; de cada piso se ven en la Fig. 1.2.1b. Esta
incluye la fuerza externa pj(t), la fuerza resistiva fs elastica (o inelastica), y la fuerza de
amortiguamiento fp;.La fuerza externa es tomada como positiva a lo largo de la direccion
del eje x positivo. La fuerza elastica y de amortiguamiento como se mostré actdan en la

direccion opuesta porque estas son las fuerzas internas que resisten los movimientos. La
segunda ley de movimiento de Newton entonces dada para cada masa:

p; - fy-fy=mu; o m;U; + fp, + fy = p; (1.2.1)
La ecuacion (4.2.1) contiene dos ecuaciones para j =1 y 2, y escritas también en forma de
matriz:
m 0 [[u f f p, (t)
O m2 u2 fD2 fSZ pz (t)
La ecuacion (4.2.2) puede ser rescrita como:

mi+f, +f, =p(t) (1.2.3)

Introduciendo la siguiente notacion:
=) Lo m ol t-l) e
UZ 0 mZ fD2 fSZ p2
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matriz de masas del portico de dos pisos.

Asumiendo un comportamiento lineal, la fuerzas resistivas elasticas fs estan relacionadas a
los desplazamientos de los pisos u. Para este propdsito se introduce la rigidez lateral k; del
j-ésimo piso; esto relaciona al cortante de piso V;jcon la deformacion del piso o deriva,
Aj= U;j- uj.1, con la siguiente ecuacion:

V, = kA, (1.2.4)
La rigidez de piso es la suma de las rigideces laterales de todas las columnas en el piso
correspondiente. Para un piso de altura h y una columna con médulo de elasticidad E, y
segundo momento de area I, la rigidez lateral de una columna con los extremos
restringidos o empotrados implicadas por la idealizacion del pértico, es 12E1¢/h®. Por ello la
rigidez de piso es:

12E1,

k; = Z

3
columnas h

(1.2.5)

Con las rigideces de piso definidas, se puede relacionar las fuerzas resistivas elasticas fs; y
fs, con los desplazamientos de piso, u; y up. La fuerza fs; en el primer piso estad conformada
por dos contribuciones: fs;* del piso que esta encima, y fu° del piso que esta debajo.
De este modo:
b a
f51 = f51 + f51

La cual después de sustituir en la ecuacion (4.2.4) y notar que A; = Uy Ay = Uz - Ug, Se llega
a

fo, =ku, +k,(u, -u,) (1.2.6a)
La fuerza fs, en el segundo piso es:
fs, =k, (u, -u; ) (1.2.6b)

Se observa que fy® y f es igual en magnitud y en direccion opuesta porque las dos
representan el cortante en el segundo piso. En forma matricial las ecuaciones (1.2.6a) y

(1.2.6b) son:
f k +k, -k
S1 — 1 + 2 2 ul é fs — ku (l 2 7)
fsz _kz kz u, o
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Asi el vector de fuerza elastica resistiva fs y el vector de desplazamiento u esta relacionado
a través de la matriz de rigidez k para el pértico de dos pisos.

Las fuerzas de amortiguamiento fp; y fpo, estan relacionadas con las velocidades i, y i, de
los pisos. El coeficiente de amortiguamiento c; del j-ésimo piso relaciona al cortante de piso
Vj debido a los efectos de amortiguamiento en la velocidad A< asociada con la deformacion
de piso por:

V,=cA, (1.2.8)

De manera similar a la ecuacion (4.2.6), se puede deducir

fDl = Clul +Cz(u1 - uz ) foz = Cz(uz - ul) (1-2-9)

En forma matricial la ecuacion (4.2.9) es
fo c+¢c, —C, ||u | .,
= 6 f,=cu
{fDZ} |: _CZ CZ uz D (1210)

El vector de fuerza fp de amortiguamiento resistivo y el vector de velocidad u estan
relacionados a través de la matriz de amortiguamiento c para el pértico de dos pisos.

Ahora sustituyendo las ecuaciones (1.2.7) y (1.2.10) en (1.2.3) se obtiene,
mi +cu + ku = p(t) (1.2.11)

La ecuacion matricial representa dos ecuaciones diferenciales ordinarias que gobiernan los
desplazamientos ui(t) y u,(t) del marco de dos pisos sujeto a fuerzas dinamicas externas
p1(t) y p2(t). Cada ecuacién contiene dos incdgnitas u; y u,. Las dos ecuaciones estan por lo
tanto unidas en esa forma presentada, deben ser resueltas simultaneamente.

122 Equilibrio dinamico

De acuerdo al principio de D’Alembert, con las fuerzas de inercia incluidas, un sistema
dindmico esta en equilibrio en cada instante de tiempo. Para las dos masas en el sistema de
la Fig.1.2.1a y Fig.1.2.2 vistas en su diagrama de cuerpo libre, incluyendo las fuerzas de
inercia. Cada fuerza de inercia es igual al producto de las masas por la aceleracién en su
respectivo tiempo y actuando en direccion opuesta de la aceleracion. De los diagramas de
cuerpo libre la condicion de equilibrio dinamico también esta dada por la ecuacién (1.2.11).
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Fig.1.2.2 Diagramas de cuerpo libre

Las deducciones mostradas anteriormente fueron interpretadas del libro ref. © Capitulo 9
Pag. 313-316. Cabe recalcar que el libro trata més a detalle el desarrollo de un sinnimero
de conceptos.

1.3 RAYLEIGH DAMPING

Considerando primeramente el amortiguamiento proporcional a la masa y el
amortiguamiento proporcional a la rigidez:

c=amyc=ak (1.3.1)
C=d" cd (1.3.2)

Los modos naturales corresponden a las frecuencias naturales y pueden ser mostrados
para satisfacer las siguientes condiciones de de ortogonalidad. Cuando w,# wr,

4, k¢, =0 4, 'mg, =0 (13.3)

Donde las constantes aoy a; tienen unidades de seg.™ y seg., respectivamente. Para las dos
matrices de amortiguamiento C de la ecuacion (1.3.2) es diagonal en virtud de las
propiedades de ortogonalidad de la ecuacion (1.3.3), por lo tanto estas son las matrices
clasicas de amortiguamiento. Fisicamente estas representan el modelo de amortiguamiento
mostrado en la Fig. 4.3.1 para un poértico de mdaltiples pisos. EI amortiguamiento
proporcional a la rigidez es deducido intuitivamente ya que este puede ser interpretado
como un modelo de disipacién de energia que surge de las deformaciones de piso, en
contraste al amortiguamiento proporcional a la masa. Esto es dificil de justificar
fisicamente porque el amortiguador de aire de este puede ser interpretado que para el
modelo es insignificantemente pequefio para la mayoria de las estructuras.
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Fig.1.3.1 (a) Amortiguamiento proporcional a la masa; (b) amortiguamiento proporcional a la rigidez

Luego se vera que, por ello mismo, ninguno de los dos modelos de amortiguamientos es
apropiado para la aplicacion practica.

C, =4, ¢4, (1.3.4)

Relacionando ahora las ecuaciones de amortiguamiento modal para un sistema con
amortiguamiento proporcional a la masa con el coeficiente ag. ElI amortiguamiento
generalizado para el n-ésimo modo, ecuacion (4.3.4), es

C,=a,M, (1.3.5)
y la relaciéon de amortiguamiento modal, es

=l (1.3.6)

2 o,

La relacion de amortiguamiento es inversamente proporcional a la frecuencia natural
(1.3.1a). El coeficiente ap puede ser seleccionado para obtener un valor especifico de
relacion de amortiguamiento &, de algin modo, es decir & para el i-ésimo modo. Luego la
ecuacion (1.3.6) esta dada por

% =26, (1.3.7)
Con ap determinado, la matriz de amortiguamiento c es encontrada de la ecuacion (1.3.1a),
y la relacion de amortiguamiento en algun otro modo, es decir en el n-ésimo modo, es dada

por la ecuacion (1.3.6).

Igualmente, las relaciones de amortiguamiento modal para un sistema con amortiguamiento
proporcional a la rigidez pueden ser relacionadas con el coeficiente a;. En este caso

. a
C.,=ao,M, vy =?1con (1.3.8)
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kg, = w,°mg, (1.3.9)
La relacion de amortiguamiento se incrementa linealmente con la frecuencia natural
(Fig.1.3.1a). EIl coeficiente a; puede ser seleccionado para obtener un valor especifico de
relacion de amortiguamiento en algn modo, es decir & para el j-ésimo modo. Luego la
ecuacion (1.3.8b) est4 dada por

2§j
a =— (1.3.10)
-
j
(@ (b)
c=am
A A
én : _ _
¢n = ao2wn Rayleigh damping
& o,
= — +_
2 20, 2 -
é \ //"
c=ak i e
&= agwn/2 \:>::”
T T T T > - >
o
w1 w1 w3 w4 I j

Frecuencias naturales w, Frecuencias naturales p

Fig.1.3.2 Variacion de la relacion de amortiguamiento modal con la frecuencia natural: (a) Amortiguamiento
proporcional a la masa y amortiguamiento proporcional a la rigidez (b) Rayleigh Damping

Con a; determinado, la matriz de amortiguamiento es encontrada de la ecuacion
(1.3.1b), y la relacion de amortiguamiento en algin otro modo es dado por la ecuacion
(1.3.8b). Ninguna de las matrices de amortiguamiento definidas por la ecuacién (1.3.1) son
apropiadas para el andlisis practico de sistemas de MDOF. Las variaciones de la relacién de
amortiguamiento modal con la frecuencia natural presentadas en la Fig.1.3.2a no son
consistentes con los datos experimentales que se indican a relaciones de amortiguamiento
aproximadamente similares para varios modos de vibracion de una estructura.

Como un primer paso hacia una matriz clasica de amortiguamiento consistente con datos
experimentales, se considera el Rayleigh Damping:
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o

¢=am+ak (1.3.12)

La relacion de amortiguamiento para el n-ésimo modo para un sistema es:

_al e 1.3.12
2 2w 27 (13.12)

Los coeficientes a0 y al pueden ser determinados de las relaciones de amortiguamiento
especificadas & y ¢& para los i-ésimos y j-ésimos modos, respectivamente. Expresando
la ecuacidn (1.3.12) para estos dos modos en forma de matriz expresada como

1o olfa] [ (1.3.13)
2 1/a)j o; ||a - g

Estas dos ecuaciones algebraicas pueden ser resueltas para determinar los coeficientes
ap Yy ai. Si el par de modos son asumidos para tener relaciones de amortiguamiento ¢
similares, lo cual es razonable basado en datos experimentales, por lo tanto

20 0, 2

8g=¢(——— a=¢

o + o, o, +w,

(1.3.14)

La matriz de amortiguamiento es luego encontrada de la ecuacion (1.3.11) y la relacion
de amortiguamiento para algin otro modo, esta dada por la ecuacién (1.3.12) que varia con
la frecuencia natural como se mostré en la Fig.1.3.2b.

En el libro del cual fue traducido este método de amortiguamiento Anil K. Chopra

Rayleigh mas conocido como Rayleigh Damping en la pagina 420, podemos encontrar un
ejemplo. Y ademas maés detallado lo indicado anteriormente.
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1.4 UTILIZACION DE LA HERRAMIENTA

14.1 Breve vistazo a la herramienta

Se trata de un sistema de dos grados de libertad, como se los muestra en los libros de
dinamica de estructuras. Esta herramienta esta modelada con un elemento amortiguador,
para la disipacion de energia.

Fig.1.4.1 Esquema principal de la herramienta 2DOF-Dynamics

www.utpl.edu.ec/vlee
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142 Ejercicios

Ejercicio 1.4.1.- Se pide encontrar el desplazamiento maximo de un sistema de dos grados
de libertad, que posee 20 tonne (1 tonne = 1000 kg) de masa para cada grado libertad.
También 1500 kN/m de rigidez para los elementos. Y se pide despreciar el
amortiguamiento. Considerar un material elastico y una fuerza de excitacion, dada por una
funcién lineal donde el impulso es igual a 10 kN/s a un tiempo de 11 segundos. Analizar
para 20 segundos de duracion.

Solucién
Haciendo uso de la herramienta 2DOF-Dynamics procedemos de la siguiente manera:

e Seingresa las propiedades del sistema:

!.1 -, LABORATORIO VIRTUAL DE INGENIERIA SISMICA

2DOF-Dynamics
ANALISIS DE HISTORIA EN EL TIEMPO DE UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD

PROPIEDADES DEL SISTEMA ESQUEMA
MNuda 2 MNudo 3
m = 20 20 Masz [tonnes]

Elemento 1 Elemento 2
k= 1500 1500 Rigidez
c= 0 o Co=ficients de

amortiguamiento] kN*s/m]

e Seescoge el tipo de material:

www.utpl.edu.ec/vlee
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TIPO DE MATERIAL COMPORTAMIENTO TIPO

Selecionar: | Elistico -

zd

Fuer

Desplazamienta

e Seescoge el tipo de excitacion y se ingresa sus respectivos valores:
El impulso 11 kN/s a un tiempo de 10 segundos.

TIPO DE EXCITACION ESQUEMA
Seleccionar: | Funcién de fuerza lineal e
Fuerza (kN
'y
I= 11 Magritusd del impulse. [kN/=]
DI = 10 Eam e s led st [=] P |
Pmax = (I).(DI) :
I
I
I
1
o Tienypo (s)
o
v

e Ingresamos el tiempo de andlisis y procedemos a analizar. Inmediatamente
obtenemos las respuestas maximas:

AMALISIS RESPUESTA MAXIMA
Nudo 2 MNudo 3
Ymee = p1469  |m (1001 ) 02301 |~  (17.65 ) Desplazarricrta
Bimar = . . } | i
Cargar ejemplo G L 0.8518  |mv= (11 4853) 12727 | mi= (19.125) Vimiocidad
o [s] liggy = |5.4862 |mvs*2z (10.01 s5) 7.382 mys*2 (17.65 s) Acsl=racisn
Duracion: 5
Elemento 1 Elemento 2
. 220.403  few (10.01 s) 14764 | en (17.65 s)
Analizar s Faaxr= Elemento amortiguador 1 Elemento amortiguador 2 Fuerza interma
0 o (D) 0 kN (0
2
e

FOOr FESLL

e También las graficas

www.utpl.edu.ec/vlee
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Excitaciorn: Froicion de firerza Ineal

130 — Test 1
cand ) Max
1104

100

Fuerza externa [kN]
g3

0 05 1 15 2 25 3 B35 4 45 S5 S5 & 8 7 F5 B8 B85 9 95 10 108 11
Tiempo [s]

Desplazamienito relativo (IVido 2)

0.2 Test 1
O Max
0.154
0.1 4

Desplazamiento [m]
o

0.1+

i 2 3 4 5 6 7 B8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Tiempo [s]

‘,M

Desplazarniienio relalivo (IViido 3)

0.2
0154

o1+
0.0S5

-0.0S +

-0.1 4

Desplazamiento [m]
9

-015+
-0.2
-025

-03
o

i 2 3 4 S5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Tiempo [s]

Descargar resulfados l
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Velocidad relativa (INiedo 2)

12 Test 1
= O Max

0.8+

0.6

0.4
0.2+

-0.2+

Velocidad [m's]
Q

-0.4 4
-0.6
-0.8

-1

-12 T T T T T T ¥ T T v T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 s s 7 8 S 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22

Tiempo [s]

Aceleracion relaliva (IViedo 2) -

7 Test 1
& O Max
s

Aceleracion [m's?]
-]

o 1 2 3 4 S5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22
Tiempo [s]

V' elocidad ryelaliva (IViedo 3)

2 Test 1
© Max
1.5
1

o
0
i

Velocidad [m's]
2

|
a
il

1.5

o 1 2 3 4 s 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22
Tiempo [s]
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Pag. 13



UNIVERSIDAD TECNICA PARTICULAR DE LOJA
La universidad catdlica de Loja

Aceleracion relaliva {(iN3do 3)

Test 1
<O Max
84

Aceleracion [m/s2]
(-]

2
-4
-6
-8
-10
i 2 3 4 s © 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Tiempo [s]

Frierza interria (Llepieriio 1)

Test 1
M.
1 (@] ax

Fuerza interna [kN]
Q

o 1 2 3 4 s s 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Tiermpo [s]

= -

Fuerza interna (Elenienio Z2)
200 Test 1
O Max
150
100
E
- 50
s
o
£
~
i
o
-1001
1504
o 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Tiempo [s]
E-3
=
| Descargar resuitados
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FIisterisis (FElermierifo 1)

Fuerza interna [kNJ
=

0he 016 -014 01z -041 008 -006 -004 -OF o0 002 004 006 008 04 0312 0J4 016 018
-S04 Desplazamiento [

Fuerza interna [kNJ
%

150+

041 -04 009 -008 -007 006 | -0.04-0.03-0.03 0 001 0.02 0.03 0.04 005 006 007 008 008 04 014
_so Desplazamiento [mj

A 4

En este caso no se muestran las graficas del amortiguador porque no se lo considera. A
continuacién se realiza un ejemplo donde si se lo considera.

Ejercicio 1.4.2.- Se pide encontrar el desplazamiento maximo de un sistema de dos grados
de libertad, que posee 15 tonne y 10 respectivamente para cada grado libertad. También
10000 kN/m de rigidez para los elementos y una constante de amortiguamiento de 50 y 40
KN.s/m respectivamente. Considerar un material bilineal donde la fuerza de fluencia Fy =
200 kN vy el coeficiente post-fluencia de 0.02 para los elementos. La excitacion es dada por
una funcion f trilineal donde la fuerza externa maxima es de 100 kN y los tiempos son 3, 5
y 10 segundos. Analizar para 20 segundos de duracion.

Solucion:

Utilizando la herramienta 2S-Porch:

www.utpl.edu.ec/vlee
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e

2DOF-Dynamics

LABORATORIO VIRTUAL DE INGENIERIA SiSMICA

AMNALISIS DE HISTORIA ENM EL TIEMPO DE UN SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD

PROPIEDADES DEL SISTEMA

ESQUEMA

Mudo 2 Mudo 3

|zo | =) | Mama (tere==)

Elemento 2

10000

[0 |

Elemento 1

k= 10000

c= £ |

Rigidex [kNSm]

Co=fizi=rts o= smorigusmisets[khesim]

TIPO DE MATERIAL

COMPORTAMIENTO TIDO

Setecionac: | Bilineal 1 -~
Elemento 1 Elemento 2 _
I
Fy = [zoo | [zoo | Fumrza o= fu=nca (kN =
r= |00z | o0z | co=ticerts post-tiemrmia =
Fyfl——
e
i
TIPO DE EXCITACION I ESQUEMA
Seleccianars | Funcion de fuerza trilineal F>
Fuerza (KN}
e = Carge mocima [hre]
-3
. ER— . .
- [Com— ; !
= oo 3 3 . —
1 (]
1
i x- F Tiempe (s)
ANALISIS RESPUESTA MAXIMA
Nudo 2 Mudo 3
Hmax = [g.0231 - (3.58 s) - (3.62 s) Dmsmimsarimts
: Timax = [go124 = (0232 5) 0.0182 | mw= (022 5) Veiosizas
Cargar ejemplo @ - t =} - t =}
= = 0.077S S 02 5 0.135 w2 L IZ 5) Assimracido
Duracion: =] T e e
Elemento 1 Elemento 2
200.63 e (257 s) 101.423 | &w 3.05 s)
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Desplazariieriio yelalivo (IVido 2)
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FIrsterisis (Llemernto 2)
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Descargar resultados
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1.43  Verificacion
Utilizando SAP200 “* se ha modelado el ejercicio 4.4.1 A continuacién los resultados:

Tabla 4.4.1 Cuadro comparativo de la herramienta 2DOF-Dynamics
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DESPLAZAMIENTO MAXIMO (m)

Basadndose en el cuadro comparativo anterior se puede afirmar el correcto
funcionamiento de la herramienta.
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